3.1 & 3.2 Szeregi formalne

Kluczowym i zarazem nowym pojeciem wykorzystywanym w rozdziale 3 jest
pojecie szeregu formalnego. Méwigc nie do konca Scidle, ale jednoczesnie w
sposob wystarczajacy dla zastosowan, szereg to ,nieskonczony wielomian”, a
wiec suma postaci

ag+a1T+a2T2+---+anT”+---,

w ktorej dopuszczamy nieskonczenie wiele ,sktadnikow”. W powyzszym przed-
stawieniu 7' jest zmienna, a ag, ay, as, ... wspoétczynnikami, ktére w naszych
rozwazaniach beda zawsze liczbami zespolonymi. Zbiér wszystkich szeregdéw
formalnych o wspétczynnikach bedacych liczbami zespolonymi oznaczamy
C[[T]]. Szereg
ap + a1 T + agT? + -+ a,T" + -+ -,

bedziemy tez zapisywaé w skrécie jako Y o o a,T™. Jesli szereg jest wielo-
mianem, tzn. istnieje N takie, ze a,, = 0 dlan > N (innymi stowy, suma jest
skonczona), to zapisujemy go czesto w tradycyjny sposéb

ao+a T+ asT? + -+ ayT™.

W szczegolnosci, gdy A jest liczba zespolona, to traktujemy ja czesto jako
szereg
A+0-T+0- T+ +0-T"+---.

Szeregi formalnie mozemy dodawac, odejmowac¢ i mnozy¢ w analogiczny
sposob jak to czynimy z wielomianami. Innymi stowy, mamy wzory

i a,T" + i b, T" = i(an +b,)T",
n=0 n=0 n=0
i a,T" — i b, T" = i(an — b,)T™,
n=0 n=0 n=0
oraz
i anTn ' i bnTn = i(aobn + albnfl + -+ akbnfk + -+ anbO)Tn'
n=0 n=0 n=0

Zbiér CJ[T]] z powyzszymi dzialaniami jest pierscieniem, elementami neu-
tralnymi dla dodawania i mnozenia sa odpowiednio szeregi 0 i 1, tj. szeregi

040-T+0-T*+---40-T"+- -



1+0-T+0-T*+---4+0-T"+---.

Podobnie jak wielomiany, réwniez szeregi nie tworzg cialta, a wiec w ogol-
nosci w zbiorze C[[T]] nie jest wykonywalne dzielenie. W odréznieniu jed-
nak od pierscienia wielomianéw klasa szeregow, przez ktére mozna dzieli¢
(a wiec ktore, uzywajac bardziej formalnej terminologii, sa odwracalne), jest
bogatsza. Przypomnijmy, ze wielomian F' € C[T] jest odwracalny (jako ele-
ment pierscienia wielomianéw) wtedy i tylko wtedy, gdy F' jest niezerowym
wielomianem staltym. W przypadku szeregow odpowiednia charakteryzacja
wyglada nastepujaco.

Lemma 3.1. Szereg >~ a,T" jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy
aop 7é 0.

Jesli A jest szeregiem odwracalnym, to szereg odwrotny (a wiec taki szereg
A’ ze A A = 1) oznaczamy A1, Jesli dodatkowo B jest szeregiem, to iloczyn
A~ . B oznaczamy %

Dzielenie szeregéw (réwnowaznie, szukanie szeregu odwrotnego) w og6l-
nosci polega na rozwigzywaniu ukladu nieskonczenie wielu réwnan z nie-
skonczenie wieloma niewiadomymi (niewiadome odpowiadaja wspétczynni-
kom poszukiwanego ilorazu). Wzoér na iloczyn implikuje, ze ten uktad ma
postac trojkatna, a warunek z Lematu 3.1 odpowiada za to, aby wspotczyn-
niki na przekatnej byty niezerowe, co gwarantuje istnienie (i jednoznaczno$c)
rozwigzania.

W ogélnosci wykonanie dzielenia, a wigc rozwiazanie powyzszego uktadu
rownan, nie jest tatwe, ze wzgledu na jego nieskonczony charakter. Oméwimy
teraz w jaki sposob wylicza¢ w pierscieniu szeregoéw iloraz dwoch wielomia-
now. Zauwazmy, ze jesli

F:a0+a1T—|—a2T2+---+aNTN

jest wielomianem, to warunek ag # 0 jest rownowazny warunkowi F'(0) # 0
(gdzie jak zwykle F'(0) oznacza warto$¢ wielomianu F' dla 0).

Jesli F i G sa wielomianami takimi, ze F # 0, to wykonujac dzielenie
wielomandéw z reszta, mozemy znalezé wielomiany () i R takie, ze

G=Q-F+R i deg R < deg F.

Wtedy
G
e Q+ —,



zatem w dalszych rozwazaniach mozemy zatozy¢, ze deg G < deg F'.

Poniewaz pracujemy nad ciatem liczb zespolonych, wiec wiadomo, ze ist-
nieja parami roézne liczby zespolone p, A1, ..., Ay oraz dodatnie liczby cal-
kowite mq, ..., my takie, ze

F= (T —A)™ - (T — A\p)™.

Jesli dodatkowo zatozymy, ze F(0) # 0, to oczywiscie \; # 0 dla kazdego
1. Jesli w przypadku wielomianu F' mozliwe jest znalezienie liczb Ay, ...,
Ak (a w konsekwencji réwniez wyktadnikéw my, ..., my), to przy zatozeniu,

ze deg G < deg I", wiadomo, ze istniejg liczby zespolone A;;, i = 1,...,k,
g =1,...,my, takie, ze
G A A Aty
— = 1{1 1’_21 _|_+1—’_1_|_
Foo1l1=-X\"T (1=X"T)? (1=X"T)m
Ag A Ay,
+ ——= - +o g
L=X\'T  (1=)\'T)? (1= A1)

Aby znalez¢ liczby A;; wystarczy sprowadzi¢ utamki po prawej stronie do
wspolnego mianownika, a nastepnie je dodac i przyrownac otrzymany licznik
do wielomianu ﬁ - (G, jak w ponizszym przyktadzie.

Przyktad. Przypusémy, ze
G=2-5T+4T° i F=1-4T+5T*-2T"

Poniewaz pierwiastkami wielomianu F sa 1 (dwukrotnym) i 3 (jednokrot-
nym), wiec szukamy liczb A, B i C' takich, ze
2 — 5T +4T* A B C

1—4T+5T2—2T3_1—T+(1—T)2+1—2T'

Zauwazmy, ze

A B C
—7 T a—71e "1z
A(L-T)(1-2T) + B(1 - 2T) + C(1 — T)?
(1—T2(1—27)
(A+ B+C)+ (=34 —2B — 20)T + (2A + C)T?
(I —T)(1 —27) !

zatem rownosé

2 — 5T + 4T? A B C

1—4T+5T2—2T3_1—T+(1—T)2+1—2T
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zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liczby A, B i C sa rozwiazaniami uktadu

réwnan
A+ B 4+ C = 2

34 — 2B - 20 = -5 ,
2A + C =4

skad A =1, B=—11 C = 2. Ostatecznie

2-5T+47% 1 Lo, !
1 —4T +5T2 273  1-T (1-T)2 1-2T"

7 powyzszych rozwazan wynika, ze kluczowa jest umiejetnos¢ wyliczania

ilorazow postaci
1

(1= XT)™’
dla niezerowej liczby zespolonej A oraz dodatniej liczby catkowitej m. Gdy
m = 1, to tatwo zauwazyc¢, ze

1

=1 T 22 4 L. mpme
1T + AT+ A +o A +

Uogdlnieniem powyzszego wzoru jest nastepujacy fakt.

Whniosek 3.4. Jesli A jest niezerowq liczbg zespolong v m jest dodatnig liczbg
catkowitq, to

el U R BN

1 1
(T e (T N e 3
m—1 m—1

Aby udowodnié¢ powyzszy wniosek, wystarczy sprawdzi¢ wzér (3.1) dla
A = —1, a wiec udowodni¢ nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.3. Jesli m jest dodatnig liczbg catkowitq, to

e U R N

n (ZH)TM...H_W(?”JF”_1)T“+---. (3.2)

m—1

Istotnie, wzor (3.1) wynika natychmiast ze wzoru (3.2) po podstawieniu
—ATI"za T.
Udowodnimy teraz Stwierdzenie 3.3.
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Dowdd. Dla liczby zespolonej = niech A, bedzie szeregiem formalnym

(§>+®T+@T2+...+ (jg)m....

Poniewaz (’:;) = 0, gdy n > m, wiec korzystajac ze wzoru dwumiennego
Newtona (Wniosek 2.4), otrzymujemy, ze

A = (?) + (T)TJr (2)T2+"'+ <Z>Tm — (1+T)™

Podobnie, (2) =0, gdy n > 0, wiec

Ponadto,

())& )

(@) () ()

Ze wzoru Chu—Vandermonde’a (Wniosek 2.11) wiemy, ze

M)+ =)= ()

Ay - Ay,

I
8 3

o

n=

zatem
o0 0 .
Ay A, = ; (n)T = A, =1.
Stad
1 1
AxTr A,



(77) - om0 =2 (o= 1)
n!
(—m—-n+1)-(—-m—-—n+2)---(=m—1)-(—m)

n!
_(=)*m+n—-1)-(m+n—2)---(m+1)-m

— (" ?IU"(m;”l )

Ostatecznie otrzymujemy, ze

T (Z: D - (mnz 1)T

1 —1
+(m+ >T2+'+(_1)n<m+n )T’n_’__..’

m—1 m—1

co konczy dowdd.



